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 وستگي در نقطه پي  ٥.  ٢
 

Lxf )١( ،در تعريف حد 
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=
→

)(lim ،           هيچ اظهار نظري درباره رفتـار تـابع در خـود نقطـه a 
axدر مورد آن    ) ١(حكم .نكرديم ابراين  بن ـ، قرار دارند aهايي است كه در يك همسايگي نقطه ≠
 لازم نيسـت  ، تعريف شده باشـد  a در f اگر   ،حتي  .  تعريف شده باشد     a در   fندارد كه    لزومي

) تعريف شده باشد و بدانيم كه a در f اگر ،به هر حال .  باشد Lمساوي حد  مقدارش )f a L= 
  . تعريف زير را داريم،به عبارت ديگر .  پيوسته است a در fمي گوييم كه   آنگاه،

 

 : اگر سه شرط زير برقرار باشد، است )متصل(پيوسته aطه  در نقf گوييم تابع :تعريف
)i( )(af يعني ،موجود باشد f در aتعريف شده باشد . 
)ii( )(lim xf

ax→
 . موجود باشد

)iii( )()(lim afxf
ax

=
→

. 

   ناميده)منفصل(ناپيوسته  a در f تابع ، برقرار نباشد aشتر از اين سه شرط در اگر يكي يا بي
  كه  در صورتي، پيوسته ناميده مي شود a در f تابع ،به عبارت دقيق تر . ي شود م

εδδε <−⇒<−∋>∃>∀ )()(00 afxfax 

 : به صورت زير تعريف شده باشد fفرض كنيم  (a) :١٦مثال
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 بـه بررسـي سـه    وجـود دارد و بنـابراين     x=1مشاهده مي كنيم كه در گراف تابع يك بريدگي در           

)1(2. شرط تعريف بالا مي پردازيم =f، پس شرط (i)برقرار است . 
5)(lim

1
=

→
xf

x
 . برقرار است(ii) پس شرط ، 

5)(lim
1

=
→

xf
x

)1(2 ولي  =f ، بنابراين شرط (iii) نتيجه مي گيريم كه تابع .  برقرار نيستf در 
1=x ناپيوسته است . 
 
 

(b  فرض كنيم تابعg به صورت زير تعريف شده باشد : 





>−
≤+

=
1,3
1,3

)(
xx
xx

xg 

 . شرايط تعريف بالا را بررسي مي كنيم، وجود دارد x=1چون در گراف تابع يك پرش در نقطه 

 
 ٩ . ٢شکل 

 
 داريم

4)3()( limlim
11

=+=
−− →→

xxg
xx

 
2)3()( limlim

11
=−=

++ →→
xxg

xx

 
)()(چون   limlim

11
xgxg

xx +− →→
lim)( نتيجه مي گيريم كه      ، ≠

1
xg

x→
 و بنـابراين شـرط   ، موجود نيسـت     

(ii) لذا تابع.  برقرار نيستg ته است  ناپيوس١ در. 
(c  فرض كنيم تابعhتعريف شده باشد ر به صورت زي : 

٠ 

Y 

X 
١ 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١دیفرانسیل و انتگرال حساب 
 حد و پیوستگی: ٢     فصل        دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده : مولفین 

 ٢٧
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x x

h x
x

 − ≠= 
=

 

)3(2داريم .  سه شرط تعريف بالا را بررسي مي كنيم x=3در نقطه =h، بنابراين شرط (i) 

 
 ١٠ . ٢شکل 

 
 .برقــرار اســت

3
( ) 0lim

x
h x

+→

و =
3

( ) 0lim
x

h x
−→

lim)(0بنــابراين  =
3

=
→

xh
x

 (ii) در نتيجــه شــرط ، 

 .برقرار است
lim)(0داريم

3
=

→
xh

x
)3(2 ولي    =h،    بنابراين شرط (iii)      لـذا   .  برقـرار نيسـت، h ناپيوسـته   3ر   د 

  .است 
 پيوسـته   x=1 در نقطـه     f آنگـاه    ، تعريـف كنـيم      5 را برابر    f)1( از مثال بالا اگر    (a)در قسمت   
 f فـرض كنـيم      ،به طور كلـي     . روشن مي سازد    اين مفهوم ناپيوستگي رفع شدني را       . خواهد شد   

lim)( ولي براي آن     ، ناپيوسته بوده    aتابعي باشد كه در نقطه       xf
ax→

در ايـن   .  وجـود داشـته باشـد        

)()(صورت يا  lim xfaf
ax→

) يا اصلا    ≠ )f a   رفـع   ناپيوسـتگي  يـك    اين ناپيوستگي . ندارد  وجود 
)()( چنان تعريـف كنـيم كـه    aرا مجددا در f زيرا اگر ، ناميده مي شود     شدني lim xfaf

ax→
= ، 

ناپيوستگي ذاتي وستگي رفع شدني نباشد آن را يـك  اگر ناپي.  پيوسته خواهد شد   a در   fآنگاه  
 . مي نامند )اصلي(

lim)( از مثال بالا چون (b)در قسمت 
1

xg
x→

 . پس ناپيوستگي ذاتي است ، موجود نيست 
)3(0 از مثــال بــالا اگــر (c)در قســمت  =h 3( آنگــاه ، تعريــف كنــيم()(lim

3
hxh

x
=

→
 اين بنــابر، 

 . رفع شدني است 3ناپيوستگي در نقطه 
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 : پيوستگي توابع زير را در نقاط مورد نظر هر يك بررسي كنيد :١٧مثال 
xxfتابع  )١ sin)(   .0x در يك نقطه دلخواه =

تابع  )٢




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≠
=

0,1

0,sin
)(

x

x
x

x
xf 0 در=x. 

)0(تابع  )٣ ≠x 
x

xxf 1sin)(  .x=0 در =

تابع ديريكله  )٤


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=
xاصم

xمنطق
xD

,0
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 .0x در يك نقطه دلخواه )(
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
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0,
)(
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از مثلثات مي دانيم كه      ) ١:حل
2

cos
2

sin2sinsin BABABA +−
نشان مي دهـيم كـه       . −=

xxfتابع  sin)( 0x در هر نقطه = R∈0 يعني ، پيوسته استsinsinlim
0

xx
xx

=
→

  

εδδε   و به عبارت ديگر <−⇒<−∋>∃>∀ 00 sinsin00 xxxx. 

      اما داريم
2

cos
2

sin2sinsin 00
0

xxxxxx +−
=− 

xx حال به سادگي ديده مي شود كه همواره ≤≤ sin0 , 1cos ≤xو بنابراين  

0
0

0 2
2sinsin xxxxxx −=

−
≤− 

εδمــا ε<0لــذا اگــر بــراي هــر  −>δ آنگــاه ، اختيــار كنــيم = 0xx نتيجــه مــي دهــد كــه 
ε<− 0sinsin xx .   0پسsinsinlim

0

xx
xx

=
→

xxf و تابع     sin)(  پيوسـته   Rبر اعداد حقيقـي     =

 .است

1sinمي دانيم كه    ) ٣( قسمت   ١٣از مثال   ) ٢
lim

0
=

→ x
x

x
)0(1 و چون     =f  اسـت پـس    تعريف شـده

1)0(sin)( limlim
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===
→→

f
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 يعني تابع ، 
x

xxf sin)(  . پيوسته استx=0ر د=

در اينجا تابع    ) ٣
x

xxf 1sin)( .  تعريـف نشـده اسـت        0 زيرا تـابع در      ،ناپيوسته است   x=0 در =

اكنـــون مـــي تـــوانيم بنويســـيم 
x

x
x

x 1sin1sin0 11sinو چـــون همـــواره ≥= ≤
x

 پـــس ، 

x
x

x ≤≤
1sin0 داريم) ٩قضيه( و با استفاده از قضيه فشردگي 

01sin0 limlim
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=≤≤
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01sinlimپس  
0

=
→ x

x
x

01sinlim و از آنجا     ، 
0

=
→ x

x
x

)0(0حال اگر ما    .  =f تعريف كنيم مي بينيم

كه  
x

xxf 1sin)(  يك نقطه   x=0مي توان گفت كه نقطه      بنابراين ، پيوسته مي شود     x=0 در   =
 .ناپيوستگي رفع شدني بوده است 

ديريكلـه در    بنابراين تابع .  ديديم كه تابع ديريكله در هيچ نقطه اي داراي حد نيست             ٦در مثال   ) ٤
Rx ،هر نقطه   .است  ناپيوستگي ذاتي،و اين ناپيوستگي  ناپيوسته است 0∋

)()1(1               داريم) ٥ limlimlimlim
0000

−=−=
−

==
−−−− →→→→ xxxx x

x
x
xxf 

)(11                                  و limlimlimlim
0000

====
++++ →→→→ xxxx x

x
x
xxf 

lim)( لذا
0

xf
x→

تابع   يك نقطه ناپيوستگي ذاتيx=0 موجود نيست و بنابراين نقطه
x
xxf =)( 

  .است 
 

 قضيه هاي پيوستگي 
 

 قضـيه زيـر را در مـورد    ،از روي تعريف پيوستگي و قضيه هايي كه در مورد حد توابع ثابت كـرديم       
 .توابع پيوسته داريم

 

 : آنگاه،ته باشند پيوسa در نقطه g و f  اگر توابع :١٠قضيه
gf) الف  . پيوسته است a در نقطه +
gf) ب  . پيوسته است a در نقطه −
 . پيوسته است aدر نقطه fg) ج

) د
g
fدر نقطه   a 0 هرگاه ، پيوسته است)( ≠ag. 

 

  با توجه به قضيه هايي كه در مورد حد توابع بيان و ثابت كرده ايم مي توانيم بگوييم كه          :اثبات
 .بندهاي اين قضيه قبلا ثابت شده است كليه

 

يك تابع منطـق در هـر    ) ٢. ( پيوسته است    يك چندجمله اي در هر عدد حقيقي      ) ١ (:١٨مثال
 .خود پيوسته است) حوزه تعريف(نقطه از قلمرو 
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 ٣٠

00اثبـات چندجملـه اي              يابـر ) ١  :حل ≠b ، nn
nn bxbxbxbxf ++++= −

−
1

1
10 از  )(...

0nدرجه  nbbb را كه در آن ≤ ,...,,  .ظر مي گيريم  درن، اعدادي حقيقي هستند 10
  آنگاه ، عدد حقيقي دلخواهي باشد aبا كاربرد متوالي قضاياي حد مي توانيم نشان دهيم كه اگر 

                                                 )...()( 1
1

10limlim nn
nn

axax
bxbxbxbxf ++++= −

−

→→
 

                                              nn
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bxbxbxb ++++= −

→

−
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1
10 limlimlim 

                                                                     nn
nn bababab ++++= −

−
1

1
10 ... 

lim)()(يعني  afxf
ax

=
→

 . پيوسته است a در xf)( و بنابراين 
 :يعني ،دو چندجمله اي تعريف مي گردد  صورت خارج قسمت  بهxf)(يك تابع منطق مانند ) ٢

                0,,
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)()( 00

1
1
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1
1

10 ≠
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−

−
−

−
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bxbxbxb
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xgxf
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} عبارت است از fتابع منطق ) حوزه تعريف(قلمرو }0)( =∈−= ahRaRDf. 
)0 آنگاه ،باشد  f نقطه اي در قلمرو تابع 0xاگر  ) 0h x  ٧ و بنابراين با توجه به قضيه≠

                                   
0

0
( )

0

lim ( )

lim lim ( )x x

x x
f x

x x

g x

h x→

→
=

→

 

 ابراين پيوسته هستند و بن0xدر ) ١( بنابر قسمت ، چندجمله اي هستند h و gچون 
                           

0

0( ) ( )lim
x x

h x h x
→

 و =
0

0( ) ( )lim
x x

g x g x
→

= 

)(در نتيجه       
)(
)()(lim

0

af
ah
agxf

xx
==

→
خود پيوسته    در هر نقطه از قلمرو     f و مي بينيم كه تابع       

  .است 
بردهاي فراواني در رابطه با توابع پيوسته       اكنون قضيه بسيار مفيدي را بيان و ثابت مي كنيم كه كار           

 .دارد
 

bxg  اگر   :١١قضيه
ax

=
→

)(lim و تابع fه  در نقطbآنگاه،  پيوسته باشد  
         )())((lim bfxfog

ax
=

→
))(())((     يعني limlim xgfxgf

axax →→
=. 

 

01بـراي هـر     :  حكم زير را داريم    ،پيوسته است   b در   f  چون تابع     :اثبات >ε ،   عـددي ماننـد 
01 >δ به طوري كه، وجود دارد  

−>1δ اگر  by ، 1              آنگاه)()( ε<− bfyf)  ١ ( 
bxgيي كه از آنجا

ax
=

→
)(lim ، 01 براي هر >δ 2 عددي مانند 0δ   به طوري كه، وجود دارد <
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 ٣١

20 اگر  δ<−< ax ، 1           آنگاه)( δ<− bxg)  . ٢ ( 
20توجه مي كنيم كه هر وقت        δ<−< ax ،  ١(نيم در    مي توا (   به جايy    مقـدار )(xgقـرار    را

01 براي هر :داده و حكم زير را به دست آوريم >ε 01 عددي مانند >δ به طوري كه ، وجود دارد 
)(1 اگر  δ<− bxg ، 1    آنگاه)())(( ε<− bfxgf) . ٣( 

01نتيجه مي گيريم كه براي هر ) ٣(و ) ٢(اكنون از  >ε 2 عددي مانند 0δ  ، وجود دارد <
20به طوري كه اگر  δ<−< ax ، 1 آنگاه( ( )) ( )f g x f b ε−   مي آوريم  كه از آن به دست،>

      )())((lim bfxgf
ax

=
→

))(())((    ،يعني   limlim xgfxgf
axax →→

=. 
آن مـي    بـه ١٢ است كه پس از بيـان و اثبـات قضـيه      ٨ اثبات قضيه    ١١يك كاربرد فوري از قضيه      

 .پردازيم
 

n آنگاه براي تابع ، يك عدد طبيعي باشد n  اگر :١٢قضيه xxf   داريم، )(=
                                       nn

ax
ax =

→
lim 

 . عددي مثبت است aبراي حالتي كه ) الف
 . فرد است n عددي منفي يا صفر است و aبراي حالتي كه ) ب

مي  تمرين بـه متعلمـين واگـذار       ا به عنوان  ر)ب( و قسمت    را ثابت مي كنيم   )الف( ما قسمت  :اثبات
  نماييم

 عددي مثبت باشد و بنابر تعريف حد تابع بايستي نشان دهـيم كـه بـه ازاي هـر     aفرض مي كنيم    
0>ε، 0 عـــددي ماننـــدδ >−>δگـــر ا بـــه طـــوري كـــه ، وجـــود دارد < ax0 ،ه  آنگـــا
ε<− nn ax.  

 اما مي توانيم بنويسيم

              
1

1
2

111
2

1
1

1

1
1

2
111

2
1

1
111

)()(...)()(

)()(...)()()(

−−−−

−−−−
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







++++−

=−
nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nn

aaxaxx

aaxaxxax
ax 

))(...(و با استفاده از اتحاد                      1221 −−−− ++++−=− nnnnnn babbaababa 

داريم                                
n

n
n

n
nnn

n
n

n
nn

aaxaxx
axax

121121

...

1.
−−−−

++++

−=− 

از ابتدا فرض مي كنيم كـه       .  پيدا مي كنيم     فوق   اكنون كران بالايي براي كسر طرف راست تساوي       
a≤δو بنابراين هر وقت  δ<− ax ، مي دانيم كه aax  ادل است باع و اين م، −>

                                  axaaxa 20 <<⇔<−<− 
aax اگر ،بنابراين    پس داريم، x<0 آنگاه ، −>
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n

n
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n
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0...00

1. −− −=
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−>εمــي خــواهيم  −
n

n

a
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 يعنــي ، .1
1

.
n
nx a a ε
−

− ــر  . > ــابراين اگ بن








=
−

εδ n
n

aa
1

,min 

−>δآنگاه براي اختيار شود  axداريم  

              εε =<

++++

−=− −

−

−−−−
n

n
n

n

n
n

n
n

nn
n

n
n

nn

a
a

aaxaxx
axax 1

1

1211
2

21

1.
...

1. 

nn ثابت كرده ايم كه لذاو

ax
ax =

→
lim.  

  را براي اثبات مجدد بيان مي كنيم٨اكنون قضيه 
 

Lxf اگر :٨قضيه
ax

=
→

)(lim ، آنگاه nn

ax
Lxf =

→
)(lim  

 . عددي فرد طبيعي استnو L≥0 يا، عددي طبيعي است L ، n<0در حالتي كه
 

n با ضابطه    h  فرض كنيم تابع      :اثبات xxh در اين صورت تابع مركب  .  تعريف شده باشد     )(=
hof صورت    به n xfxfh )())((  L در   h نتيجه مي شـود كـه      ١٢از قضيه   .  تعريف مي گردد     =

.  باشـد    ی عدد طبيعي فرد   n وL≥0 عددي طبيعي باشد يا اگر     n و L<0 هرگاه   ،پيوسته است   
  داريم ،بنابراين 

                         ))(())(()( limlimlim xfhxfhxf
axax

n

ax →→→
== 

                                                n LLh == )( 
 : ١٩مثال 
 : اين حد را پيدا كنيد، (b) قسمت ٧ و نه قضيه ١١با استفاده از قضيه  )١

52
34

2
2

lim ++
−

→ xx
x

x
 

 : اين حد را پيدا كنيد٨ و نه قضيه ١١با استفاده از قضيه  )٢
                                                                                   4

7
53lim −

→
x

x
 

   :ر تعريف شده باشند به صورت زيg و fفرض كنيم توابع ) ١ :حل

                                 52)(       ,   34)( 2 ++=−= xxxgxxf 
ما كسر  

)(
)(

xg
xf را به عنوان حاصل ضرب )(xf و 

)(
1
xg

كار مـي    را به٦ درنظر مي گيريم و قضيه 

 بايستي ،اما قبل از هر كار  . بريم
)(

1
lim

2 xgx→
 را پيدا كنيم و براي اين كار 

)(
1
xg

 را به عنوان مقـدار  
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 ٣٣

 تابعي باشد كه با hاگر . يك تابع مركب درنظر مي گيريم 
x

xh 1)(  آنگاه تابع ، تعريف شده است =

با  تابعي است كه hogمركب 
)(

1))((
xg

xgh  اكنون. تعريف مي گردد  =

                          13)52()( 2

22
limlim =++=

→→
xxxg

xx
 

) الـف ( پيوسته باشد و اين با اسـتفاده از قسـمت          13 در     بايستي  hتابع  ، ١١براي استفاده از قضيه     
 ورت داريمدر اين ص.  بديهي است ٧قضيه

                                                    ===
++ →→→

))((
)(

1
52

1
limlimlim

22
2

2
xgh

xgxx xxx
 

)      ١١با استفاده از قضيه                                             (
13
1)13())((lim

2
==

→
hxgh

x
 

  به دست مي آوريم٦ با استفاده از قضيه ،بنابراين

                       
13
5

13
1.5

52
1).34(

52
34

2
22

2
2

limlimlim ==
++

−=
++

−
→→→ xx

x
xx

x
xxx

 
 

  :به صورت زير تعريف شده باشندh و fفرض كنيم توابع )٢
                                           4)(   ,      53)( xxhxxf =−= 

4 با hofتابع مركب  53))(( −= xxfh شود   تعريف مي. 
)()53(16داريم   limlim

77
=−=

→→
xxf

xx
در مورد تابع مركـب      ١١ براي استفاده از قضيه      ، بنابراين   ، 

hof ،   تابع h   پس از آن ،پاسخ . نتيجه مي شود  ١٢ كه اين از قضيه   ، پيوسته باشد  16بايستي در 
 ست به صورت زير ا،

53))(())(()                  ١١با استفاده از قضيه   (  limlimlim
77

4

7
xfhxfhx

xxx →→→
==− 

                                              216)16( 4 === h 
 

  درfog آنگاه تابع مركب ،پيوسته باشد ag)(در نقطه f و تابع aدر نقطه gاگر تابع  :نتيجه
 . پيوسته استaنقطه 
 

lim)()( داريـم    ، پيوسته اسـت     a در نقطه    gآنجايي كه   از    :اثبات agxg
ax

=
→

 در  fاكنـون    .
 كـه   ،به كار بريم     fog را براي تابع مركب      ١١ بنابراين مي توانيم قضيه    ، پيوسته است    ag)(نقطه  

 از آنجا به دست مي آوريم
                   ))(())(())(())(())(( limlimlim afogagfxgfxgfxfog

axaxax
====

→→→
 

 . پيوسته است a در نقطه fog تابع مركب  که ثابت مي كندواين
مثـال   لطفا به. ابع خاصي را پيدا كنيم و كه نقاط پيوستگي تنتيجه بالا اين توانايي را به ما مي دهد 

 زير توجه كنيد
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 ٣٤

)(24 با ضابطه h تابع :٢٠مثال xxh در   را پيدا كنيد كهxمقاديري از.  مفروض است=−
 . پيوسته استhآنها 

)(24 اگر :حل xxg xxf و =− )())(( آنگاه، )(= xfogxh چندجمله اي   يكgچون  . =
 . در هر عدد مثبت پيوسته استf ،به علاوه .  پيوسته است جاهمه  در ،است 

)(0 كه براي آن     x در هر    h تابع   ،لذا بنابر نتيجه بالا      >xg ،   04 يعني 2 >− x ،   پيوسته اسـت  .
 .  پيوسته است −)2,2(ز فاصله باز در هر نقطه اhبنابراين

 

  در اين صورت، پيوسته و در يك همسايگي آن مثبت باشد 0x در نقطه f فرض كنيم :نكته
                                        )()( 0lim

0

xfxf
xx

=
→

 

 

 مي توانيم نتيجه 0x در يك همسايگي نقطه fكه از مثبت بودن ن دهيد  ابتدا نشا:راهنمايي
)(0بگيريم  0 ≥xf .  كنيد  استفاده٨سپس از قضيه . 

 

 : پيوستگي توابع زير را بررسي كنيد:٢١مثال 

(a            )0( ≥x        1( )
1lim n

n
f x

x→∞
=

+
    (b xxf n

n

2cos)( lim
∞→

=. 

10,0lim براي a) :حل <≤=
∞→

xxn

n
x، 1lim=1 و براي =

∞→

n

n
x .  1اگرx  آنگاه  ,  <

lim n

n

x
→∞

=  .يعني حد موجود نيست  ∞+

 : را بدين صورت نوشتxf)(پس مي توان تابع 

                                                                                 









>

=

<≤

=

1,0

1,
2
1

10,1

)(

x

x

x

xf 

)(11داريم   limlim
11

==
−− →→ xx

xf   00 و)( limlim
11

==
++ →→ xx

xf ،    پـس )(lim
1

xf
x→

 وجـود نـدارد و تـابع        

)(xf1 در=xپيوسته استنا. 
(b اگر πkx 1cos1 آنگاه , ≠ <<− x 1 و بنابراينcos0 2 <≤ xn. در نتيجه  

                                   0cos)( 2lim ==
∞→

xxf n

n
 

πkxاگر  1cos  آنگاه، = ±=x1 و بنابراينcos2 =xnدر نتيجهو  
                                      1cos)( 2lim ==

∞→
xxf n

n
 

 :  را به صورت زير نوشتxf)(پس مي توان تابع 
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 ٣٥

                                                                                     




=
≠

=
π
π

kx
kx

xf
,1
,0

)( 

)1,0(..., در xf)(از اينجا به سادگي ديده مي شود كه تابع  ±=k ، πkx   .است   ناپيوسته=
 

  در نقطه  f (i)فرض كنيم.  است Rتابعي باشد كه حوزه تعريف آن f فرض كنيم :٢٢مثال
Rba براي هر            (ii) ،پيوسته باشد  0 ∈,    ،     )().()( bfafbaf  نشان دهيد كـه تـابع       .+=
fدر هر عدد حقيقي پيوسته است . 
 

)0()00()0.()0( داريـم    (ii) بـه    توجـه  بـا    :حل ffff )0)(1)0((0 پـس    , =+= =− ff  و
)0(0 بنابراين =f 0(1 يا( =f . دو حالت در نظر مي گيريم 

 
)0(0 حالت اول =f. اگر Rx∈ به  آنگاه با توجه، عددحقيقي دلخواهي باشد (ii) داريم  

                       00).()0().()0()( ===+= xffxfxfxf 
)(0يعني   =xf .    پس در اين حالت تابع)(xfپيوسـته    يك تابع ثابت است و بنابراين در همه جا
 .است

 
)0(1 حالت دوم  =f.    فرض كنيم Rx lim)(عدد حقيقي دلخواهي باشد و     0∋

0

xf
xx→

را بررسي مي    

xxxاگر . كنيم ∆=− 00 آنگاه ، بگيريم 0 →∆⇔→ xxxو بنابراين  
                                              )()()()( 0

0
0

0
limlimlim

0

xfxfxxfxf
xxxx

∆=∆+=
→∆→∆→

 

)()()  استفاده كرده ايم(ii)از شرط   (                                           lim
0

0 xfxf
x

∆=
→∆

 
               )(1)( 00 xfxf )()0() استفاده كرده ايم (i)از شرط      (=×= 0 fxf ×= 

)()(پس  0lim
0

xfxf
xx

=
→

  . پيوسته است 0x در xf)( يعني تابع ،  

 

  فرض كنيم :٢٣مثال 

                                             















≥

<<
−

+

−
≤−

=

2
,cos

22
,sin

2
,sin2

)(

π

ππ

π

xx

xBxA

xx

xf 

 .در همه جا پيوسته باشد xf)( را چنان تعيين كنيد كه B و Aاعداد
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 ٣٦

xxfديديم كه تابع    ) ١(قسمت   ١٧ در مثال    :حل sin)(  به طريق مشابه.  پيوسته است  R بر   =
xxfمي توان نشان داد كه تابع    cos)(  بايسـتي دقـت خـود را    ،بنـابراين   .  پيوسته اسـت R بر =

تعيـين   اگر شرايط را چنـان     يعني   ،معطوف به نقاطي بكنيم كه در آنها ضابطه تابع عوض مي شود             
مـي  . شد  پيوسته خواهدR روي   xf)( آنگاه   ،در اين نقاط هم پيوسته باشند       xf)(كنيم كه تابع    

 نويسيم
                                                                                 )()( limlim

22

xfxf
xx

+− −
→

−
→

=
ππ

 

)sin()sin2(كه معادل است با                                          limlim
22

BxAx
xx

+=−
+− −

→
−

→
ππ

 

 BA+−=2)        ١(                                                                                      يا
)()(                                           همچنين مي نويسيم              limlim

22

xfxf
xx

+−

→→

=
ππ

 

xBxA       كه معادل است با                                           
xx

cos)sin( limlim
22

+−

→→

=+
ππ

 

+=0)     ٢   (                                                                                       يا BA 

و از حل دستگاه 




=+
=+−
0

2
BA

BA1 به دست مي آوريم=B ، 1−=A.   

 

 پيوستگي راست و چپ
 

)(24 با ضابطه   fبار ديگر به تابع      xxf ازه بـاز  ــ ـدر بfمـي دانـيم كـه   . توجه مي كنـيم   =−
 ، تعريف نشده اسـت      2يا   −2 در هيچ بازه باز شامل       f به دليل آنكه     ،اما  . پيوسته است   −)2,2(
lim)(حدود   مـمي تواني ـن

2
xf

x −→
lim)( يا   

2
xf

x→
 بـراي بحـث در مـورد      ،بنـابراين   .  را بررسي نمـاييم      

] در بازه بسته     fپيوستگي    بـه طـوري كـه       ، بايستي مفهوم پيوستگي را گسترش دهـيم         ، −2,2[
سـت و   بـراي ايـن كـار ابتـدا پيوسـتگي را          . شامل پيوستگي در نقاط انتهايي يك بازه بسته بشـود           

 .مي كنيم پيوستگي چپ را تعريف
 

 : هرگاه سه شرط زير برقرار باشد، است راست پيوسته از a در نقطه fگوييم تابع  :تعريف
 ، موجود باشد af)() الف
lim)() ب xf

ax +→
  ، موجود باشد 

lim)()() ج afxf
ax

=
+→

.  
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 ٣٧

 : است هرگاه سه شرط زير برقرار باشدچپ پيوسته از a در نقطه fگوييم تابع   :تعريف
  ، موجود باشد af)() الف
lim)() ب xf

ax −→
 ، موجود باشد 

lim)()() ج afxf
ax

=
−→

.  

 

]در بازه بسته     fگوييم تابع     :تعريف ]ba,  هرگـاه  ، اسـت     پيوسـته f       در بـازه بـاز ),( ba 
 :به عبارت ديگر. شد  از چپ پيوسته باb از راست و در نقطه a در نقطه ،پيوسته بوده 

)(),(),(براي هر  )١ 00lim
0

baxxfxf
xx

∈=
→

 ، 

٢( )()(lim afxf
ax

=
+→

.  

٣( )()(lim bfxf
bx

=
−→

.  

 

ba[  بـه روش مشـابهي مـي تـوان پيوسـتگي در بـازه هـاي                   :تبصره ] و   ), )ba,   و [ )+∞,a  و 
( ]b,∞−را نيز تعريف كرد. 

 

 :٢٥مثال
با ضابطه  fتابع )١

x
xxf

+
−

=
3
 . نقاط پيوستگي تابع را پيدا كنيد ، داده شده است )(2

آيا تابع )٢




≤<−
≤≤

=
21,2

10,2
)(

xx
xx

xf در هر نقطه از فاصله [   پيوسته است؟2,0[

  درباره تابع 




≤<−
≤≤

=
21,2

10,
)(

2

xx
xxxgوضع چگونه است؟  

 .مثالي از يك تابع ارايه دهيد كه تنها در يك نقطه پيوسته باشد)٣
 

  مجموعه تمام نقاطي است كهfقلمرو تابع . تابع را تعيين مي كنيم ) دامنه( ابتدا قلمرو )١ :حل

براي آنها 
x
x

+
−

3
 :ه جدول زير توجه كنيدب.  نامنفي باشد2
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 ٣٨

+∞−∞−        2           3            x 
- + + x−2 
+ + - x+3 
- + - 

x
x

+
−

3
2 

 xf)( وجود ندارد + وجود ندارد
 

 
 

)سته   ب ه باز   باز ،    قلمرو تابع  ،بنابراين   ايـن  . اسـت  پيوسـته −)2,3( در بازه باز     fتابع  .  است −2,3[
  زيرا،پيوسته است  2تابع از چپ در 

)2(0
3
2)( limlim

22
f

x
xxf

xx
==

+
−

=
−− →→

 

 . تعريف نشده است −3 زيرا اين تابع در ، راست پيوسته نيست زا −3 درfاما تابع 
) در fنتيجه مي گيريم كه تابع   . پيوسته است −2,3[

)()2(1  داريم)٢ limlim
11

=−=
++ →→

xxf
xx

)(22 و  limlim
11

==
−− →→

xxf
xx

 

)1(2 و  =f ، 1( پس()(lim
1

fxf
x

=
−→

 . فقط از چپ پيوسته است١ در f يعني تابع 

 همچنين
 )2(0)2()( limlim

22
fxxf

xx
==−=

−− →→
 

 )0(02)( limlim
00

fxxf
xx

===
++ →→

 

] در بازه هاي fپس تابع  ) و 1,0[   داريمgبراي تابع . يوسته است  پ2,1[
)1(1)( 2

11
limlim gxxg
xx

===
−− →→

 
)1(1)2()( limlim

11
gxxg

xx
==−=

++ →→
 

 نيز.  پيوسته است x=1 در gپس 
)2(0)2()( limlim

22
gxxg

xx
==−=

−− →→
)(0)0(     و   2

00
limlim gxxg
xx

===
++ →→

 

]در g تابع ،بنابراين   . پيوسته است 2,0[
 
 
  : با ضابطه زير را درنظر مي گيريمfتابع )٣




−

=
xاصمx
xمنطقx

xf
,

,
)( 

 و

 و

 وجود ندارد
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 ٣٩

)0(0 پس ، عددي منطق است 0چون  =f ، 0 و بسادگي مي توان نشان داد كه)(lim
0

=
→

xf
x

 
00حال نشان مي دهيم كه اگر . پيوسته است x=0در fپس تابع ، ≠x ، آنگاه تابع f0درx 

00فرض كنيم .ناپيوسته است  >xتابع  يك عدد منطق باشد و f 0درxفرض (  پيوسته باشد
)()( يعني ،) خلف 0lim

0

xfxf
xx

=
→

  پس .

 εδδε <−⇒<−∋>∃>∀ )()(00 00 xfxfxx 

0حال  
2
0 >=

x
ε        اختيار مي كنيم و عدد طبيعي n       را آن قدر بـزرگ مـي گيـريم كـه عـدد اصـم  

n
xx 2

0 −>δ در نامساوي =+ 0xx بنابراين داريم، صدق كند  

2
)2()()( 0

000
xx

n
xxfxf <−+−⇔<− ε

0 0
0 0 0

2 2 3 22 2 0
2 2 2

x xx x x
n n n

⇔ + < ⇔ + < ⇔ + < 

 روش مشـابهي را مـي تـوان بـراي عـدد     .  ناپيوسته اسـت  0xدر   fبنابراين  . كه يك تناقض است     
00منطق   <x          تابع  .  و هر عدد اصم ديگر به كار بردf    0 تنها در=x  خواهـد بـود و در        پيوسـته

 .بقيه نقاط ناپيوسته است

 : پيوستگي توابع زير را بررسي كنيد:٢٦مثال

  ١(
4884

1182)( 234

25

++++
+−

=
xxxx

xxxf  

  ٢(    
2cos4

1cossin3
)(

23

−
++

=
x

xxxf 

  ٣(         
)

sin
1cos(

sincos)(
23

x

xxxxxf +
=. 

  تنها در نقاطي ناپيوسـته اسـت  xf)( ،چون صورت و مخرج كسر چندجمله اي هستند   ) ١ :حل
22234 اما داريم. كه مخرج كسر صفر گردد  )22(4884 ++=++++ xxxxxx 

x ، 01)1(22و چون براي هر      22 >++=++ xxx ،  بنابراين . نمي شود    ر هرگز صفر   مخرج كس
 . پيوسته است R برسرتاسر اعداد حقيقي xf)(تابع 
 يعني نقاطي كه ريشه هـاي       ، تنها در نقاطي كه مخرج صفر است ناپيوسته مي باشد            xf)(تابع  )٢

02cos4    معادله =−x        يا
2
1cos =x   

 :اما از حل اين معادله به دست مي آوريم . هستند 

,...)2,1,0( ±±=n          nxx n ππ 2
3

+±== 
 . در همه جا پيوسته است ، nx به غير از نقاط ، xf)( تابع ،بنابراين 
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 ١دیفرانسیل و انتگرال حساب 
 حد و پیوستگی: ٢     فصل        دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده : مولفین 

 ٤٠

 بنـابر  ،مخـرج   اما در مـورد .  پيوسته است R صورت بر سرتاسر اعداد حقيقي ،) ٢(مانند قسمت )٣
پيوسته است كه در آن تابع  ن تابع در نقاطيي ا، براي پيوستگي توابع مركب      ١٩نتيجه بعد از مثال     

x
u

sin
1

 مخرج همه جا پيوسته ،بنابراين . همه جا پيوسته است  ucos زيرا تابع ، پيوسته باشد =
πkx) عدد صحيحk( بجز در نقاط ،است  =.  

(0 بايستي نقاطي را كه در آنها        ،به علاوه   
sin

1cos( =
x

نقـاطي كـه در     يعني، از بحث خارج كنيم      

)  عدد صحيح p(آنها 
2

)12(
sin

1 π
+= p

x
] يا ،  ]π)12(

2sin
+

=
p

x.  

  در همه جا پيوسته است بجز در نقاطxf)( تابع ،بنابراين 
2( 1) sin ,        ( , , 0, 1, 2,...).

(2 1)
nx arc n x k k p n

p
π π

π
= − + = = ± ±

+
 

 :٢٧مثال
)()cos( :ي كنيدــر را بررسـع زيـگي توابـپيوست)١ nxxfy  عيـددي طبيــ عn كه در آن ، ==

xxfyاست و  2cos
2
1

)( −==. 

براي تابع   )٢
2

1)( 2 −+
==

uu
ufy ،      كـه در آن 

1
1
−

=
x

u ،         نقـاط ناپيوسـتگي را پيـدا كنيـد . 

تابع)٣
x

xf
−

=
1

] مركب نقاط ناپيوستگي تابع.  مفروض است )(1 ]{ })(xfffy  .را پيداكنيد =

uyما تابع مركب ) ١ :حل  cos= كه در آن ، را داريم nxu uyتابع  . = cos=در هر نقطه u 
nxu و تابع    ،پيوسته است    )cos( تـابع    ،بنـابراين   .اسـت  پيوسـته    x براي هر مقدار     = nxy  بـر   =

2 در اينجا    ،دومين تابع    و اما براي  .  پيوسته است  Rسرتاسر اعداد حقيقي    

2
1 uy  كه در آن    =−

xu cos= .   2تابع

2
1 u−    بر بازه 








−

2
2,

2
xu تـابع  ،عريف شده و پيوسته اسـت   ت2 cos= 

 .همه جا پيوسته است 

xy تابع ،بنابراين  2cos
2
1

 هايي كه براي آنها x در تمامي =−
2
2cos ≤x 

      يعني









+≤≤+

+≤≤+

nxn

nxn

ππππ

ππππ

2
4

72
4

5

2
4

32
4 

 .پيوسته است 

تابع )٢
1

1)(
−

==
x

xu ε 1 در نقطه=x تابع . ناپيوسته است
2

1)( 2 −+
==

uu
ufy  در نقاطي

022كه براي آنها  =−+ uu ، 21 يعني −=u 12 و =u ناپيوسته است . 
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 ٤١

 را از حـل معـادلات   x مقادير متناظر براي    ، uبا استفاده از اين مقادير      
1

11
−

=
x

  و
1

12
−

=−
x

 

،پيدا مي كنيم و به دست مي آوريم
2
1,2 == xx. 

,2,1  ،بنابراين تابع مركب در سه نقطه ناپيوسته است
2
1

321 === xxx. 

 ناپيوستگي تابع نقطه x=1نقطه)٣
x

xfu
−

==
1

 . است)(1

]      آنگاه، x≠١اگر  ]
x

x

x

xffu 1

1
11

1)( −
=

−
−

== 

0x نقطه ،بنابراين ] يك ناپيوستگي تابع = ])(xffu  . است=

0xاگر ≠ , ١≠x ،   آنگاه [ ]{ } x

x
x

xfffy =
−

−
==

1
1

1
 بنـابراين .  در همه جا پيوسته است       )(

.نقاط ناپيوستگي اين تابع مركب عبارتند از  1, 0x x= = 
 

 :٢٨مثال
),( بـا ضـابطه زيـر در فاصـله           f را طوري تعيين كنيد كه تابع        bو  aمقادير  )١   پيوسـته  ∞−∞+

 :باشد 









<−
≤≤−−

−<+
=

xbx
xbax

xx
xf

3,12
33,73

3,63
)( 

 
 : به صورت زير تعريف شده استfتابع )٢





>+
≤

=
cxbax

cxx
xf

,
,sin

)( 

 
 پيـدا كنيـد تمـام       ، داده شـده باشـند       c و   bاگـر   .  اعدادي ثابـت هسـتند       c و   b و   aكه در آن    
cx در نقطه    f به طوري كه   ، مي تواند اختيار كند      ، در صورت وجود     aرا كه    مقاديري  پيوسته  =

 .اشد ب
 

  در نقاطي كه ضـابطه اش  f شرايطي را مي نويسيم كه تابع        b و   aبراي تعيين مقادير    ) ١ :حل
 . پيوسته باشد،عوض مي شود 

  aaxxf
xx

69)63()( limlim
33

+−=+=
−− −→−→

 
 

3 3
( ) (3 7 ) 9 7 ( 3)lim lim

x x
f x ax b a b f

+ +→− →−
= − = − − = − 
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 ٤٢

baaحال قرار مي دهيم  7969 9715 يعني ،−+=−− =+ ba . همچنين 
            )3(79)73()( limlim

33
fbabaxxf

xx
=−=−=

−− →→
 

        bbxxf
xx

123)12()( limlim
33

−=−=
++ →→

 

bbaحال قرار مي دهيم  12379 359 يعني ، −=− =+ ba .  اكنون از دستگاه 





=+
=+
359
9715

ba
ba 

 xf)(تـابع    b و   a بـا انتخـاب ايـن مقـادير بـراي            ، و بنـابراين     a=2و  b=−3بدست مي آوريم  
 . پيوسته است Rبرسرتاسر 

 داريم)٢
      )(sinsin)( limlim cfcxxf

cxcx
===

−− →→
 

         bacbaxxf
cxcx

+=+=
++ →→

)()( limlim 

baccاكنون قرار مي دهيم  +=sin ، 0 پس اگر≠c ،  آنگاه 
c

bca −
=

sin.  
دلخـواهي    هر مقـدار   aحالت   كه در اين     ، b=0 مگر آنكه    ، جوابي به دست نمي آيد       ، c=0اگر  

  .مي تواند باشد 
 

  حل كنيد،كه به صورت زير تعريف شده است f را براي تابع ٢٨از مثال ) ٢( قسمت:٢٩مثال





>+

≤
=

cxbax
cxx

xf
,

,cos2
)( 2 

 

2دست مي آوريم    به  ) راهنمايي  (:حل

cos2
c

bca −
 جـوابي بـه     ، c=0اگـر    . c≠0 هرگاه   ، =

  . هر مقدار دلخواهي مي تواند باشدa كه در اين حالت ،b=2مگر آنكه،دست نمي آيد 
 

 
 ضيه هاي مهم پيوستگي و كاربردها   ق ٦ . ٢
 

كاربردهـاي   م مي پـردازيم كـه در حسـاب ديفرانسـيل و انتگـرال             اكنون به بيان دو قضيه بسيار مه      
 .فراواني دارند
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 ٤٣

] بر بازه بسته  f    فرض كنيم تابع        ):الف(١٣قضيه   ]ba, 0 پيوسته باشد و)().( <bfaf 
),(در اين صورت نقطه اي مانند .  مختلف العلامه باشند bf)( و af)( يعني ، bac  ، وجود دارد∋

)به طوري كه  ) 0f c =.  
 

 بـر بـازه بسـته    fكه گـراف تـابع پيوسـته    بيان مي كند  )  الف ١٣ قضيه     :تعبير هندسي 
[ ]ba,    بايستي محور X        ها را در نقطه اي بين a   و b      هرگـاه    ، قطـع كنـد )(af   و )(bf  داراي 

 .علامت هاي مختلف باشند

 
 ١١ .٢شکل 

 

] بـر بـازه بسـته        fكنـيم تـابع        فرض     :)قضيه مقدار مياني  )(ب(١٣قضيه ]ba, 
Aafپيوسته باشد و     Bbf و   )(= . باشـد   B و   A عددي بين    C فرض كنيم كه   ،به علاوه    . )(=

]در فاصله  cدر اين صورت نقطه اي مانند  ]ba, به طوري كه ، وجود دارد Ccf =)(.  
 

بـر بـازه بسـته      f  قضيه مقدار مياني بيان مي كند كه گراف تابع پيوسـته              :تعبير هندسي 
[ ]ba,     كه دو نقطه),( Aa   و ),( Bb        را به هم وصل مي كند هر خط Cy BCA كـه  ، را = <<، 
 .مي كند  قطع

Y 

a c b X ٠

)(bf 

 )(af 
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 ٤٤

 
 ١٢ .٢شکل 

 

  تابع:٣٠مثال

    
)4)(3)(2()4)(3)(1(

)4)(2)(1()3)(2)(1()(
−−−+−−−+

−−−+−−−=
xxxxxx

xxxxxxxf 

)(0نشان دهيد كه معادله     . م  را در نظر مي گيري     =xf    داراي سه ريشه است و حدود ريشـه هـا را  
 .تعيين كنيد

)1(06 :داريم  :حل <−=f   2(02 و( >=f ،    چون تابع )(xf   بر R    پـس بـر     ، پيوسته است 
[ 1)2,1( هم پيوسته است و بنابراين نقطه اي مانند 2,1[ ∈x 0 وجود دارد به طوري كه)( 1 =xf. 

)3(02همين طـور     <−=f     و تـابع )(xf    بـر [  نقطـه اي ماننـد   ،بنـابراين  .  پيوسـته اسـت     3,2[
)3,2(2 ∈x    0 به طوري كه   ، وجود دارد)( 2 =xf .  4(06بالاخره( >=f   و بنابراين با توجـه بـه 

]پيوستگي تابع بر  3)4,3( نقطه اي مانند 4,3[ ∈x 0 به طوري كه ، وجود دارد)( 3 =xf.   

 
 ١٣ .٢شکل 

 

 نشان دهيد كه خط  :٣١مثال
2

bay +
xbxaxxf نمودار تابع ،= +−−=  را قطع مي )())((

 كند

]چندجمله اي است پس بـر        يك   fچون تابع  :حل ]ba,      فـرض كـرده ايـم كـه        ( پيوسـته اسـت
ba ــال ، )> bbbbabbfحـ =+−−= aabaaaaf   و   )())(( =+−−= ــون )())((  و چـ

A 

C 

B 

a b c 
X 

٠ 
١ ٢ ٣ ٤

R 
1x 2x 3x 

Y 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
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 ٤٥

bbaa <
+

<
2

 پس   ، 
2

bah +
aaf بين دو عدد     = bbf و   )(=  اسـت و لـذا بنـابر قضـيه          )(=

]  در cمقدار مياني نقطه اي مانند       ]ba,    به طوري كه     ، وجود دارد hcf  يعني نمـودار تـابع      ، )(=

)(xf خط 
2

bay +
  . را قطع مي كند =

 

xfy)(  فرض كنيم تابع      :٣٢مثال ] بر بازه بسته     = ]ba,  آن ) حوزه مقادير (ه و برد     تعريف شد
]هم بازه بسته     ]ba,   0ثابت كنيد بر اين بازه بسته لااقل يك نقطه ماننـد     .  باشدx  بـه  ، وجـود دارد 

00طوري كه  )( xxf =. 

aaf اگر   :حل bbf يا   )(= aafپـس فـرض كنـيم كـه         . ت تمـام اسـت       كه اثبـا   ، )(= ≠)( 
bbfو ــازه بســته   )(≠ ــه اينكــه بــرد تــابع همــان ب ــا توجــه ب ] و ب ]ba, اســت مــي بايــد داشــته 

aafباشيم bbf و )(< <)(.  
xxfxg: چنين تعريف مي كنيمرا xg)(اكنون تابع    −= ] بـر  xg)(بديهي است كـه   . )()( ]ba, 

)()(0پيوسته است و     <−= bbfbg   0 و)()( >−= aafag .     نقطـه  ) الـف (١٣پس بنابر قضيه
0),(اي مانند    bax )(0ه   به طوري ك   ،د   وجود دار  ∋ 0 =xg .   0بنابراين)( 00 =− xxf     كـه از آن 

0: نتيجه مي شود  0. ( )f x x= 
 

xxxf نشان دهيد كه تابع :٣٣مثال 4)( 3  .منفي است )2,0( در تمام نقاط بازه =−

)(0 ابتدا ريشه هاي معادله :حل =xfرا به دست مي آوريم : 

0)2)(2(0)4(040)( 23 =+−⇔=−⇔=−⇔= xxxxxxxxf 
  .x=−2 وx=+2 و x=0پس ريشه هاي معادله عبارتند از 

)x، 03)1=1مي بينيم كه به ازاي مثلا        <−=f .     هستند كه در آنها تـابع       )2,0(پس نقاطي در 
.  منفـي اسـت   xf)( تـابع  ،)2,0(حال مي خواهيم نشان دهيم كه براي هر نقطـه از           . منفي است   

 به طوري كه ،يافت )2,0( به  متعلقb و aپس مي توان دو نقطه مانند . فرض كنيم چنين نباشد     
( ) 0f a ) و < ) 0f b <  

0)2,0(نقطه اي مانند   ) الف (١٣اكنون بنابر قضيه  اما   ∈x 0 به طوري كـه  ، وجود دارد)( 0 =xf و 
) زيرا كليه ريشه هاي      ،اين ممكن نيست     ) 0f x  در  xf)(پـس تـابع     .  را قبلا محاسبه كرده ايم     =

 . همواره منفي است)2,0(
 

 : ٣٤مثال
)(0358ثابت كنيد كه معادله )١ 468 =−−+= xxxxf  حداقل دو ريشه قرينه دارد. 
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 ٤٦

bxaxنشان دهيد كه معادله )٢ += sin،0  كه در آن 1a<  لااقل داراي يـك ريشـه   ، b<0و >
baمثبت است كه كوچكتر يا مساوي   .می باشد +

  يكي از ريشه هاي معادلهmبه ازاي چه مقاديري از )٣
032)1()( 2 =−++−= mxmxxf 

 قرار دارد؟−1 و 1بين دو عدد 
 

)1(01: داريم) ١: حل >=f   0(03 و( <−=f ،           پس معادله لااقل يك ريشه مثبـت در فاصـله 
)(0 پس   ، مي ناميم    1x دارد كه آن را      )1,0( 1 =xf .    چـون)(xf         يعنـي   ، يـك تـابع زوج اسـت 
)()( xfxf )(0 بنابراين، −= 1 =−xf ، 1 در نتيجهx− 0 هم يك ريشه معادله)( =xfاست . 
bxxaxf با ضابطه    fتابع  ) ٢ +−= sin)(   ايـن تـابع بـر سرتاسـر اعـداد          . ر مي گيريم     را در نظ

 داريم.  پيوسته است Rحقيقي 
bbabaabaf ++−+=+ )()sin()(

0)1)(sin()sin( ≤−+=−+= baaabaa 
)0(0و   >= bf .   0حال اگر)( =+ baf كه خود ba ) ريشه معادله+ ) 0f x  است و اما اگـر  =
0)( <+ baf ،     (تابع ) الف(١٣ آنگاه بنابر قضيه(xf    لااقل داراي يـك ريشـه در بـازه ),0( ba + 

 . كه اين ريشه مثبت هم هست ،است 
)1(13از روي معادله داريم     )٣ −=− mf   1(3 و( −= mf .كنون شرطي را پيـدا مـي كنـيم كـه           ا
0)1()1( <−ff ،  3)(13(0 يعني( <−− mm. 

 با استفاده از جدول تعيين علامت مي توان نشان داد كه اين شرط معادل است با

3
3
1

<< m 
)()1(032پس شرط آنكه معادله        2 =−++−= mxmxxf      باشـد   −1 و   1 داراي ريشه اي بين 

3آن است كه  
3
1

<< m .  
] بر بازه بسته     fيادآوري مي كنيم كه تابع       ]ba,        هرگـاه عـددي ماننـد       ، كراندار ناميده مـي شـود 

0>M كه براي هر  به طوري، وجود داشته باشد [ ]bax Mxf نامساوي ∋, ≤)( ،  
MxfM ،يعني ≤≤−  از نوار محدود شـده بـا        xf)( گراف تابع    ،به عبارت ديگر    .  برقرار باشد    )(

Myخطوط مستقيم  Myو =   .خارج نگردد=−
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 ٤٧

 
 ١٤ .٢شکل 

 

] بر بازه بسته     f   اگر تابع      ):الف(١٤قضيه ]ba,    آنگاه تـابع   ، پيوسته باشد f    بـر ايـن بـازه
 . كراندار است

]قضيه به جاي بازه بسته        اگر در     :تذكر ]ba,      از بازه بـاز ),( ba      حكـم برقـرار     ، اسـتفاده كنـيم 

 تابع   ،به عنوان مثال    . نخواهد بود   
x

xf 1)(  زيـرا  ، امـا كرانـدار نيسـت    ، پيوسته اسـت  )1,0( در =

+∞=
+→ xx

1
lim

0
و پس از آن قضيه بسـيار مفيـدي را          اكنون به معرفي دو مفهوم جديد مي پردازيم          . 

 . اين درس خواهد داشتبيان مي كنيم كه كاربردهاي فراواني در ادامه
 

 هرگاه نقطه اي ماننـد  ، است ماكزيمم مطلق داراي Aبر مجموعه f گوييم تابع)  الف:تعريف
Ac )()( آنگاه  ،∋Axاشد به طوري كه براي هر        وجود داشته ب   ∋ cfxf نقطـه   را cنقطـه    . ≥

 . مي ناميممقدار ماكزيمم مطلق را cf)( و ، A بر محموعه f تابع ماكزيمم مطلق
Ad هرگاه نقطه اي مانند  ، است   مينيمم مطلق  داراي   A بر مجموعه    f گوييم تابع    )ب  وجود ∋

)()( ، ∋Axداشته باشد به طوري كه براي هر         dfxf  تابع  نقطه مينيمم مطلق    را dنقطه   . ≤
f     بر مجموعـه A ،   و )(df   جملـه اكسـترمم مطلـق بـراي        . مـي نـاميم    مقدار مينيمم مطلق   را

 .ماكزيمم مطلق يا مينيمم مطلق به كار مي رود

Y

M

٠

M− 

X 
a b
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 ٤٨

)(2تابع ) ١:به عنوان مثال  xxf )گراف تابع را در فاصله .  نظر مي گيريم  را در=−  رسم مي −2,3[
) در fتابع .كنيم   lim)(9 داراي مينيمم مطلق نيست زيـرا  −2,3[

3
−=

+−→
xf

x
 در بـازه  xf)( ولـي  

 داراي f تـابع  ،همان طـور كـه در شـكل ديـده مـي شـود          .  است −9داده شده همواره بزرگتر از      
) بر بازه 0ماكزيمم مطلق    است−2,3[

 
 ١٥ .٢شکل 

 

xxfتابع  )٢ tan)( (فاصله باز    در   =
2

,
2

( ππ−   بـه  .  مينـيمم مطلـق     داردونه  نه ماكزيمم مطلق

 كه وقتي شكل بعد توجه كنيد و ملاحظه كنيد    
−

→
2
πx، تابع به طور نامحدود بزرگ مي شود 

و اگر 
+−

→
2
πx تابع به طور نامحدود كوچك مي گردد . 

٣-٢ 

-٤ 

-٩ 

x

Y 

٠ 
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 ٤٩

 
 ١٦ .٢شکل 

 
 :با ضابطه زير تعريف شده باشدf رض كنيم تابعف)٣





≥+−

<+
=

1,76
1,1

)( 2 xxx
xx

xf 

]بسته  گراف تابع در بازه      ] بر بازه    fمقدار ماكزيمم مطلق تابع   .  را رسم كرده ايم      −4,5[  در  −4,5[
)1(2 رخ مي دهد و  1نقطه   =f ، مقدار مينيمم تابع f بر [ رخ مـي دهـد و   −5 در نقطـه  −4,5[

. ( 5) 4f − = − 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٧ .٢شکل 
 

]سـته ماننـد     در مثال هاي ياد شده ديده مي شود كه تنها وقتي فاصله اي ب              ]ba,      داشـته باشـيم و 
 داراي مـاكزيمم   توانيم با اطمينان بگوييم كـه تـابع    مي،بدانيم كه تابع بر اين فاصله پيوسته است    

 . مطلق و مينيمم مطلق است 

٠ 
X 

Y 

2/π 2/π− 

tgxy = 
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 ٥٠

 در حسـاب ديفرانسـيل و انتگـرال از جايگـاه     ، معروف اسـت     قضيه مقدار نهايي   كه به    ،قضيه زير   
 . استرخوردارخاصي ب

 

] بر بازه بسته     f اگر تابع    ):قضيه مقدار نهايي  ) (ب(١٤قضيه ]ba,   پيوسته باشد 
]بر  fآنگاه ]ba,       1 دو عدد ماننـد      ،به عبارت ديگر    .  داراي ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق استx  و 

2x در بــــازه بســــته [ ]ba, بــــه طــــوري كــــه بــــراي هــــر  ، وجــــود دارنــــد [ ]bax ,∈ 
)()()(داريم 12 xfxfxf ≤≤. 

 

گراف يك تابع پيوسته در يـك فاصـله    كند كه    بيان مي      )ب (١٤ قضيه    :تعبير هندسي 
 همان طور كه در شكل بعـدي        ، است   Q » پايين ترين نقطه     « و   P »الاترين نقطه    ب «بسته داراي 

 .نشان داده شده است 
 
 
 
 
 
 

 ١٨ . ٢شکل
 

نشان دهيد كه تابع     ) ١ :٣٥مثال
x

xf 1)( )0,( در بازه باز     = ولي براي هر    ، كراندار نيست    ∞+
0>a  در بازه),( +∞a ، كراندار است  
 نشـان دهيـد   ، عددي حقيقي باشد α كراندار باشند و   A بر مجموعه    xg)( و   xf)(اگر توابع   ) ٢

gf كه توابع + ، gf  . كراندار هستند A نيز بر fαو .

 با ضابطه fنشان دهيد كه تابع ) ٣






=

≠
=

0,1

0,sin
)(

x

x
x

x
xf بر R كراندار است . 

xxxfه تابع نشان دهيد ك) ٤ sin)(  . كراندار نيست R بر =

Mنامسـاوي   .  عدد حقيقـي دلخـواهي باشـد         M<0فرض كنيم ) ١ :حل
x

>
 معـادل اسـت  بـا        1

M
x 1

 و   0بـين    x و اين نشان مي دهد كه براي هـر عـدد             ، >
M
M:  داريـم  1

x
>

 و بنـابراين    1
Mxf )0,( بر بازه    xf)(پس تابع    . )(< ),(حال بـازه    .  كراندار نيست    ∞+ +∞a   ر مـي    را در نظ ـ
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 ٥١

ــا  . a<0گيــريم كــه در آن  ام
ax

ax 11
ــه ازاي هــر ، <⇔> ــابراين ب ),( بن +∞∈ ax ، ــم  داري

ax
xf 11)( ),( بر xf)( در نتيجه تابع => +∞a كراندار است . 

وجـود دارنـد بـه    N و M پس اعـداد مثبتـي ماننـد    ، كراندار هستند Aبر g و  fچون توابع   ) ٢
 طوري كه

NxgMxfAx ≤≤∈∀ )(,)(, 
 قدر مطلق داريماكنون با توجه به تعريف حاصلجمع و حاصلضرب دو تابع و نيز خواص 

,)()()()())((, NMxgxfxgxfxgfAx +≤+≤+=+∈∀ 

 ( . )( ) ( ). ( ) ( ) . ( ) ,

( )( ) ( ) ( ) .

f g x f x g x f x g x MN
f x f x f x Mα α α α

= = ≤

= = ≤
 

gfgffبنابراين توابع  +,.,αبر مجموعه  A كراندار هستند . 

} نشان داديم كه١٣در مثال ) ٣ } sin0 ,cos 1xx R x
x

∀ ∈ − ≤ ≤. 

sinبنابراين داريم  1x
x

)0(1طبق تعريف  از طرفي بر .≥ =fو بنابراين  

sin, 1 , ( ) 1xx R x R f x
x

∀ ∈ ≤ ⇔ ∀ ∈ ≤ 

 . كراندار است R بر xf)(پس تابع 
 اختيار  را مي توان چنان بزرگ1hعدد طبيعي .  عدد حقيقي دلخواهي باشد M<0فرض كنيم )٤

Mhكرد كه  >+
2

2 1
ππبنابراين  

Mh

hhhhf

>+

=+=++=+

2
2

1).
2

2()
2

2sin()
2

2()
2

2(

1

1111

ππ

ππππππππ

 
 را 2hهمچنين مـي تـوان عـدد طبيعـي     .  از بالا كراندار نيست  xf)(و اين نشان مي دهد كه تابع        

Mhچنان بزرگ اختيار كرد كه  −<− ππ
22

2
  و بنابراين

Mhhhhf −<−=−−=− 1).2
2

()2
2

sin()2
2

()2
2

( 2222 ππππππππ 
 .  از پايين نيز كراندار نيست xf)(و اين نشان مي دهد كه تابع 

 

 :  ماكزيمم و مينيمم مطلق توابع زير را بر بازه هاي داده شده بررسي كنيد:٣٦مثال
)(1تابع ) ١ 2 += xxf بر بازه [ ]2,3−، 

تابع ) ٢
x

xf 1)( ] بر بازه = ]1,1−، 
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 ٥٢

 تابع) ٣








−<≤−+
<≤−−

<≤
=

24,62
02,

20,
)(

3

xx
xx

xx
xf بر بازه  [ )2,4−. 

 

x ، 02چــون بــراي هــر ) ١ :حــل >x ،11 پــس)( 2 ≥+= xxf  ،    [ ]2,3−∈∀x و چــون 
1)0( =f   0( پس()( fxf ≥ , [ ]2,3−∈∀x،   يعني تابع)(xf   0 در=x      داراي مينـيمم مطلـق 
1)0( =f   23همچنـين   . است ≤≤− x ، [ ]2,3−∈∀x،   پـس{ } 32,3max =−≤x    و بنـابراين 
92 ≤x. 101 در نتيجــه)( 2 ≤+= xxf . 2پــس( ) 1 10 ( 3)f x x f= + ≤ = −،[ ]3,2x∀ ∈ و  −

)3(10 داراي ماكزيمم مطلق x=−3اين نشان مي دهد كه تابع در  =−f بربازه [  . است −2,3[

 
 ١٩ . ٢شکل 

 

 تابع   )٢
x

xf 1)( ] بر بازه    = در . نه داراي ماكزيمم مطلـق و نـه داراي مينـيمم مطلـق اسـت              −1,1[

 آنگـاه بـا فـرض       ،عدد مثبت دلخواهي باشد     M<0حقيقت اگر   
M

x 10 ] و >> ]1,1−∈x  داريـم 

M
x

xf >=
 از هر عدد مثبت بزرگي مي تواند بزرگتر شود و لذا ماكزيمم مطلـق             xf)( پس   ، )(1

]بر    ـ ، عدد منفي دلخواهي باشـد   N>0همچنين اگر   .  ندارد   −1,1[ 01ا فـرض   آنگـاه ب
<< x

N
 و 

[ ]1,1−∈x      نتيجه مي شود كه N
x

xf <=
 از هر عدد منفي كـوچكي مـي توانـد           xf)( پس   ،)(1

]كوچكتر شود و لذا مينيمم مطلق بر   . ندارد −1,1[
 

٣ ٢- 

٥

١٠ 

٠

Y

X 
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 ٥٣

 
 
 
 
 

 ٢٠ . ٢شکل 
 

)(8داريم  )٣ 3

22
limlim ==

−− →→
xxf

xx
 پس، متعلق به حوزه تعريف تابع نيست 2 و چون ، 

8)(820 3 <⇔<⇔<≤ xfxx 
24همچنـــين بـــراي   −<≤− x  262422داريـــم <+⇒−<⇒−< xxx.  پـــس بـــراي 

24 −<≤− x 2 داريم)( <xf .   02بالاخره براي <≤− x  0)(2داريم ≤−=< xxf .   از آنچـه
]گفته شد نتيجه مي گيريم كـه بـراي هـر      )2,4−∈x  8 همـواره)( <xf     و بنـابراين بـا توجـه بـه 

8)(lim
2

=
−→

xf
x

] بر xf)( نتيجه مي گيريم كه تابع        بسـادگي ديـده   .  ماكزيمم مطلق ندارد −2,4(

)4(2 داراي مينيمم مطلق x=−4مي شود كه تابع در  −=−f است  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ٢١  .٢شکل
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